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数 学 人 书 评

《无穷的画廊》，一本让父子一起学习的书

蒋    迅

在 reddit 上看到有人问 ：“8 岁的侄女问什

么是无穷”该如何回答？我第一个想到的就是

《无穷的画廊》。当然对 8 岁学童提出的这种问

题不必过于认真，但随着年龄的增长，无穷的

概念势必需要一个解答。而能否理解无穷的概

念是区分一个人是否具有数学思维的一个关键。

让我们再看一下这位大人是如何回答的 ：

大人 ：你觉得呢？

小孩 ：我觉得是一个数。

大人 ：无穷就是像地球上的沙粒一样多。

如果我们不担心 8 岁小孩错误地理解无穷

的话（她将来还有机会学习），那么我们对大人

的这种回答真应该担忧了。显然，他的回答是

错误的，而这样的回答可能在地球的各个角落

里还有很多。好在我们有了美国数学会出版的

《无穷的画廊》。

《无穷的画廊》的作者理查德 • 伊万 • 施瓦茨（ 
Richard Evan Schwartz, 1966-）是美国数学家，

布朗大学数学教授。他为了教女儿学习数学而创

作了这部作品。无穷的画廊是数学家对无穷多种

无穷大小的独特视角。它以俏皮而又丰富的信

息风格编写，引入了集合论的重要概念，包括

康托尔对角线方法和康托尔 - 伯恩斯坦定理等。

文字简洁、丝丝入扣，特别是把大量的信息蕴

藏在彩色图片中，几乎没有公式。作者试图由

浅入深，循序渐进，因此不管读者有什么样的

背景，都可以找到自己能理解的范围。其结果是，

它适合任何对无穷有兴趣的人，从中学生到具

有好奇心的成年人。如果小孩能与大人一起读

这本书的话，那么一定可以走得更远些。

我们必须指出，无穷这个概念是很有难度

的。虽然本书中文字不多，但这不是一本可以

快速阅读的书。你需要往返重复，多次阅读，

以建立前后内容的联系。注意后面的内容远超

中学生的水平，但本书通过具有创意的展示能

激发读者的兴趣，为数学家与缺乏数学训练的

好奇者之间形成良好交流建立了一个通道。不

管受教育的背景如何，只要读者对无穷有兴趣，

那么本书就能捕获他的心。

本书不分章节，没有页码。但层次还是清

楚地由浅入深，一一展开。下面我们一起来欣

赏一些精彩的例子。为了叙述方便，我在引用

图片时增加了页码。

首先，作者以各种例子来描述有限集合。

在这部分我喜欢下面一页 ：
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作者举的例子是地球上全部分子的集合。

这听起来特别像我们前面提到的地球上的全部

沙粒。显然分子的集合比沙粒的集合要大。但

即使像这样的集合仍然是有限的。另外，这个

例子为后面的原子链和电子云的推出打下伏笔。

注意作者在这里说的一句话 ：“从更小的尺度来

看，我们根本没有有关物理实体的体验。我们

只有数学模型，……”

 
在数学上有一个特别的集合 ：空集。这个

集合很特别。对于没有数学训练的读者可能有

一点挑战。作者用空无的画廊介绍了这个概念。

介绍完空集后，下面一个概念就是本书的核

心 ：无穷。我们看到下图就是本书封面的图片。

作者画的是一个（可数）无穷多镜框的无穷画

廊。不过，这里要特别注意的是，作者画的是一

幅包含这个画廊中所有的镜框的画框。这幅画就

是 希伯来字母）0א Aleph，连同后面的下标 0 一

起发音 Aleph Nought 或 Aleph Naught）。数学上，

0א 不是一个数字，而是描述的一种集合。注意

事物一到了无穷，违背常识的事情就要发生了。

希尔伯特用了一个无穷旅馆来做比喻，这与无穷

画廊有异曲同工之妙。作者又举了一只有无穷多

牙齿的小鸡的例子。我们假定它的偶数个牙齿都

掉了，然后我们为它整形，就能让它的牙齿完好

如初。

这个时候如果你已经感觉有些难度了的话，

可能需要重新阅读一下或请教一位数学家了。
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为了解决这个看似矛盾的事情，康托尔

（Georg Cantor, 1845-1918）引入了基数。上图

是一只具有无穷多牙齿的鳄鱼。是的，我们的

奇怪现象都发生在这种奇怪的动物身上。作者

通过这张鳄鱼图片解释了基数。所有整数的集

合的基数与 0א 的基数是相同的。同样地，作者

用具有无穷有理牙齿的鲨鱼说明了有理数也与

0א 具有相同的基数。更为令人惊叹的是，作者

甚至给出了证明！在这样的书中给出这个层次

的证明是个了不起的成就。应该说一句作者提

出的“小鸡原理”。这是作者自己的说法，他说

还有其他说法，我不知道。但我不太喜欢这个

叫法。毕竟鸡是没有牙齿的。

到这个时候我们已经学习了可数无穷。对

于中学生来说，也许读到这里已经很不错了，

因为我们已经知道了最小的无穷集合是什么样

子了。如果还想继续阅读下去，我建议再把前

面的内容复读一边，特别把那个证明再认真读

一遍。

 

现在的问题是 ：除了 还有其他的无穷，0א

吗？无穷画廊的馆长的回答是 ：有，因为他使

用康托尔的对角线法又做出了一个新的镜框。

如果读者已经明白了前面的证明，那么理解这

个证明应该不会有问题。这个新镜框就是 0א2 ；

而且这个基数与 0א 是不同的（作者给出了康托

尔的对角线证明）。你可能会问，这个符号太复

杂了，怎么不用1א呢？这是一个好问题。答案是：

基数 0א2 其实就是 ”但是这是在一个“连续统，1א

的假定下。我们不做深入的讨论。

作者在这里介绍了康托尔集合，有一幅很

漂亮的画框。欣赏之余，也许可以跳过？我不

是很肯定。

在这个时候，如果你已经感到有些吃力了，

那么可以考虑止步于此。你已经很优秀了。

 

接下来有一个看似显眼的问题 ：基数 0א 和

基数 0א2 哪个大？不要想当然地认为，20א 是指

数，当然大。在数学里，你可不能想当然。你

怎么定义什么大？你怎么确定哪个大？这都是

问题。如果你开始有了这样的思维，那么你从

本书收获就很大了。另外，有没有可能基数 0א

大于基数 0א2 的同时，也有基数 0א2 大于基数 0א

呢？康托尔 - 伯恩斯坦定理保证了这种情况不

会出现 ；而且运用这个定理我们可以得到实数

集的基数就是 更准确地说，实数集与）0א2 0א2

有相同的基数）。如果读者前面略过了康托尔集

的话，这里也可以略过。
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