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  一、与自然数的“情谊”

1777 年 4 月 30 日，高斯出生在汉诺威公国（今下

萨克森州）的不伦瑞克市郊外（现属市区）。其时德意志

民族远未统一，除了汉诺威，尚有奥地利、普鲁士、巴

伐利亚等邦国。在高斯的祖先里，没有一个人可以说明

为什么会产生高斯这样伟大的天才。他的父亲是个普通

的劳动者，做过石匠、纤夫、花农，母亲是他父亲的第

二个妻子，做过女仆，没受过什么教育。她甚至忘了高

斯的生日，只记得是星期三，耶稣升天节前 8 天，高斯

后来自己把它算出。但母亲聪明善良，有幽默感，并且

个性很强。她以 97 岁高寿仙逝，高斯是她的独养儿子。

据说高斯 2 岁时就发现父亲账簿上的一处错误。9
岁那年，他在公立小学念书，一次老师为了让学生们有

事干，让他们把从 1 到 100 这些整数加起来，高斯几乎

立刻就把写好结果的石板面朝下放在自己的课桌上。当

所有的石板都被翻过时，这位老师惊讶地发现只有高斯

得出了正确的答案 ：5050，但是没有演算过程。事实上，

高斯已经在脑子里对这个算术级数求了和，他注意到了 1 
+ 100 = 101，2 + 99 = 101，3 + 98 = 101，等 50 对数，

从而答案是 50×101 或 5050。高斯在晚年常幽默地宣称，

在他会说话之前就会计算，还说他问了大人字母如何发

音，就自己学着读起书来。

高斯的早熟引起了不伦瑞克公爵费迪南的注意，这

历史上间或出现神童，神童常常出现在数学、音乐、

棋艺等方面。卡尔 • 弗雷德里希 • 高斯（C. F. Gauss, 1777-
1855），一位数学神童，是各式各样的天才里最出色的一个。

就像狮子号称万兽之王，高斯在数学家之林中称王，他有一

个美号——数学王子。高斯不仅被公认为是 19 世纪最伟大

的数学家，并且与阿基米德、牛顿并称为历史上三个最伟大

的数学家。现在阿基米德和牛顿的名字早已进入了中学的教

科书， 他们的工作或多或少成为大众的常识，而高斯和他的

数学仍遥不可及， 甚至于在大学的基础课程中也很少出现。

但高斯的肖像画却赫然印在 10 马克——流通最广泛的德国

纸币［1］上，直到 2002 年马克被欧元取代。

蔡天新

高斯 ：离群索居的王子

德国马克上的高斯（C. F. Gauss, 1777-1855）
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导致一个半世纪后德国数学家外尔提出了他的著名猜想。

高斯初出茅庐，就已经炉火纯青了，而且以后的 50
年间他一直保持这样的水准。不过，高斯取得博士学位

是在同属下萨克森州的黑尔姆斯泰特大学，那里不仅离

他的故乡更近，还有一位当时德国最好的数学家普法夫。

值得一提的是，这所创办于 1576 年的古老大学在 1810
年并入了哥廷根大学，可是普法夫却去了哈雷大学。高

斯所处的时代，正是德国浪漫主义盛行的时代。高斯受

时尚的影响，在其私函和讲述中，充满了美丽的词藻。

高斯说过 ： “数学是科学的皇后，而数论是数学的女王。”

那个时代的人们也开始称高斯为“数学王子”。事实上，

综观高斯整个一生的工作，似乎也带有浪漫主义的色彩。

数论是最古老的数学分支之一，主要研究自然数的

性质和相互关系。从古希腊的毕达哥拉斯时代起人们就

沉湎于发现数的神秘关系，优美、简洁、智慧是这门科

学的特点。俄国画家瓦西里 • 康定斯基甚至认为 ：“数是

各类艺术最终的抽象表现。”就像其他数学神童一样，高

斯首先迷恋上的也是自然数。高斯在 1808 年谈到 ： “任

何一个花过一点功夫研习数论的人，必然会感受到一种

特别的激情与狂热。”被称为现代数学最后一个“百事通”

的希尔伯特是 19 世纪后期重新崛起的哥廷根数学学派的

领军人物，其传记作者在谈到大师放下代数不变量理论

转向数论研究时指出 ：

数学中没有一个领域能够像数论那样，以它的美——

一种不可抗拒的力量，吸引着数学家中的精华。

另一方面，我也注意到一些不曾研究过数论的伟大

数学家，如帕斯卡尔、笛卡尔、牛顿和莱布尼兹，他们

都把后半生的精力奉献给了哲学或宗教，惟独费尔马、

欧拉、拉格朗日、勒让德、高斯、狄里克雷这几位对数

论有着杰出贡献的数学家，却终其一生都不需要任何哲

学和宗教。或许，这是因为他们心中已经有了最纯粹、

最本质的艺术——数论。值得一提的是，对一些优美的

数学定理或公式，高斯经常一而再、再而三地给出新的

证明。例如被他称为“皇冠上的宝石”的二次互反律，

高斯一共给出了 6 种证明方法。即便在今天，这个定律

仍与中国剩余定理一样，出现在每一本基础数论教程中。

这里我想引用印度数学天才拉曼纽扬的故事说明数

论学者与自然数的“情谊”，这位来自印度最南端泰米尔

纳德邦的办事员具有快速且深刻地看出数的复杂关系的

惊人才华。著名的英国数论学家 G·H·哈代在 1913 年“发

现”了他，并于次年邀他来剑桥大学。哈代有一次去探

望病中的拉曼纽扬时告诉他，自己刚才乘坐的出租汽车

车号是 1729。拉曼纽扬立即回答 ：“这是一个很有意思

位公爵的名字也叫卡尔，是个热心肠且始终如一的赞助

人。高斯 14 岁进卡洛琳学院（现不伦瑞克技术大学），

18 岁入哥廷根大学。当时的哥廷根大学仍默默无闻，事

实上，它创办不到 60 年。由于高斯的到来，才使得这所

日后享誉世界的大学变得重要起来。起初，高斯在做个

语言学家抑或数学家之间犹豫不决，他决心献身数学是

1796 年 3 月 30 日的事了。当他差一个月满 19 岁时，他

对正多边形的欧几里德作图理论（只用圆规和没有刻度

的直尺）做出了惊人的贡献，发现了它与费尔马素数之

间的秘密关系。特别地，他给出了作正十七边形的方法，

这是一个有着二千多年历史的数学悬案。

那一年可谓是高斯奇迹年，就在他发现正十七边形

作图理论 9 天以后，即 4 月 8 日，他发展了同余理论，

首次证明了二次互反律，这样就彻底解决了二次同余方

程的可解性判断问题。5 月 31 日，高斯提出了后人称为

素数定理的猜想，也即不超过 x 的素数个数为 x/log x，
这个猜想直到 100 年后才被证明 ；又过了 50 年，两个用

初等方法证明它的人中的一个因此获得了菲尔兹奖。7 月

10 日，高斯证明了费尔马提出的三角形数猜想。10 月 1
日，他发表了有限域里一个多项式方程解数问题的研究，

短街上的高斯故居（作者摄于哥廷根）
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的数，1729 是可以用两种方式表示成两个自然数立方和

的最小的数。”（既等于 1 的三次方加上 12 的三次方， 又
等于 9 的三次方加上 10 的三次方。）哈代又问，那么对

于四次方来说，这个最小数是多少呢 ? 拉曼扭扬想了想，

回答说 ：“这个数很大，答案是 635318657。” （既等于 59
的四次方加上 158 的四次方， 又等于 133 的四次方加上 
134 的四次方。）

二、现代数论的新纪元

1801 年，年仅 24 岁的高斯出版了《算术研究》，从

而开创了现代数论研究的新纪元。书中出现了有关正多

边形的作图，方便的同余记号、二次型理论、类数问题

以及优美的二次互反律的首次证明，他还把复数引入数

论，即后人所称的高斯整数环。除了第 7 章（最后一章）

给出代数基本定理的首次严格证明（他的博士论文结果）

以外，其余各章讲的都是数论。在这部著作出版以前，

数论只有若干零散的定理和猜想，高斯把前人的结果和

自己的原创性工作结合起来，使其成为有机的整体和一

门严格的数学分支。

值得一提的是，这部伟大的著作在他 21 岁时即已完

稿，高斯曾把他寄到法国科学院，却遭到拒绝，但他自己

将它出版了（费迪南

公爵支付了印刷费）。

与高斯的前期论文一

样，它是用拉丁文写

成的，这是当时科学

界的世界语，然而由

于受 19 世纪初盛行

的国家主义的影响，

高斯后来改用德文写

作。在那个世纪的末

端，集合论的创始人

康托尔这样评价 ：  

 《算术研究》是

数论的宪章。高斯总

是迟迟不肯发表他的

著作，这给科学带

来的好处是，他付

印的著作在今天仍

然像第一次出版时一样正确和重要，他的出版物就是法

典。比人类其它法典更高明，因为不论何时何地从未发

觉出其中有任何一处毛病，这就可以理解高斯暮年谈到

他青年时代第一部巨著时说的话 ： “《算术研究》是历史

的财富。”他当时的得意心情是颇有道理的。

在《算术研究》出版的第二年，高斯就当选为圣彼

得堡科学院外籍院士，同时俄罗斯

方面也向他提供了教授职位，但被

他婉言谢绝了，那座城市是 18 世纪

大数学家欧拉钟爱的第二故乡。直

到四年以后，为了不使德意志失去这

位最伟大的天才，包括洪堡在内的多

位学者和政要联名推荐，高斯被破格

聘任为哥廷根大学数学教授兼天文台

台长，全家一起搬入新落成的天文台，

他担任这个职位直到去世。

关于《算术研究》，流传着这样一

个故事。1849 年 7 月 16 日，哥廷根大学

为高斯获得博士学位 50 周年举行庆祝会。

当进行到某一程序，高斯准备用《算术研

究》的一张原稿点烟，当时在场的柏林大

学教授狄里克雷像见到犯了渎圣罪一样吃了

一惊，他立刻冒失地上前从高斯手中抢下这

一页纸，并一生珍藏它 ；他的遗著编辑者在

他死后从其文稿中间找到了这张原稿。左图： 《算术研究》首版扉页；右图：中文版封面，潘承彪、张明尧译

邮票上的高斯整数
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父亲老鲍耶也攻数学，是高斯在哥廷根念书时最要好的

朋友。1797 年，他曾陪同高斯徒步到不伦瑞克探望高斯

双亲。等到高斯走出房间，他的母亲迫不及待地询问老

鲍耶，自己儿子的前途如何。当听到回答“他是全欧洲

最伟大的数学家时”，老人家已经老泪纵横，那年高斯才

20 岁。老鲍耶毕业后回到匈牙利娶妻生子，但在随后的

半个世纪里仍与高斯保持书信往来。当他把儿子发明非

欧几何学的消息和结果告诉老同学，并没有得到足够的

鼓励和任何帮助。小鲍耶后来郁郁寡欢，默默无闻地度

过一生，晚年专心于文学创作。

从做出有关正多边形发现的那天起，高斯便开始了

著名的数学日记，他以密码式的文字记载下许多伟大的

数学发现，共持续了 18 年。有意思的是，高斯的这本日

记直到 1898 年才被找到，它包括 146 条很短的注记，其

中有数值计算结果，也有简单的数学定理。例如，关于

正多边形作图问题，高斯在日记中含蓄地写到 ：

圆的分割定律，如何以几何方法将圆十七等分。                 

值得一提的是，这项结果在两个月后出版的《新知文献》

杂志上就发表出来了，而当时的汉诺威科学并不发达。

狄里克雷比高斯小 27 岁，他上大学那会儿，整个德

意志民族只有高斯一个有名望的数学家，却不怎么喜欢

教学。狄里克雷只好远赴巴黎留学，师从法国数学家傅

里叶和泊松，但他始终携带着高斯的《算术研究》，可以

说是第一个真正读懂这本书的人。留学巴黎期间，狄里

克雷证明了费尔马大定理在指数为 5 和 14 时成立。这个

结果当年曾轰动一时，因为 3 和 4 的情形分别是由欧拉

和费尔马本人解决的。狄利克雷后来娶了同胞作曲家门

德尔松的妹妹为妻，在高斯去世以后，他被哥廷根聘请

继任了高斯的职位。

与艺术家一样，高斯希望他留下的都是十全十美的

艺术珍品，任何丝毫的改变都将破坏其内部的均衡。他常

说 ：“当一幢建筑物完成时，应该把脚手架拆除干净。”高

斯对于严密性的要求也非常苛刻，使得一个定理从直觉的

形式到完整的证明，中间有一段漫长的过程。此外，高斯

十分讲究逻辑结构，他希望在每一个领域中，都能树立起

一致而普遍的理论，从而将不同的定理联系起来。鉴于上

述原因，高斯很不乐意公开发表他的东西。他的著名警句

是： 宁肯少些， 但要成熟。为此，高斯付出了高昂的代价，

包括把非欧几何学和最小二乘法的发明权与罗巴切夫斯

基、鲍耶和勒让德共同分享，就如同费尔马把解析几何和

微积分的发明权让给了笛卡尔和牛顿、莱布尼兹。

说到鲍耶，他是匈牙利历史上最伟大的数学家，其

匈牙利邮票上的鲍耶（János Bolyai, 1775-1856）

哲学家黑格尔（George W. F. Hegel, 1770-1831）


